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1. WSTEP

W teorii magistral mimo uptywu czasu do nielicznych naleza prace poswigcone
efektowi magistrali w niestacjonarnych gospodarkach typu Neumanna—Gale’a—
Leontiefa. Przyktady niestacjonarnej gospodarki typu Gale’a ze zmienng technologia
przedstawiamy m.in. w artykutach Panek (2013, 2014a,b). Gospodarka na magistrali
(produkcyjnej) osiaga w nich najwyzsze tempo wzrostu, zachowujac jednak statg struk-
ture produkcji. Obrazem geometrycznym takiej magistrali jest polprosta w przestrzeni
stanow gospodarki, nazywana promieniem von Neumanna.

W realnych gospodarkach struktura produkcji z czasem zmienia si¢, niekiedy
dynamicznie, m.in. na skutek postepu technicznego, innowacji, wyczerpywania si¢
zasobow surowcowych, zmian w popycie konsumpcyjnym etc. Uwzgledniajac ten
fakt, w artykule prezentujemy ogolniejszg posta¢ tzw. zakrzywionej magistrali, na
ktorej gospodarka nie tylko osiagga maksymalne tempo wzrostu, lecz zmienia takze
strukture produkcji. Obrazem geometrycznym takiej magistrali jest wigzka krzywych
(famanych) w przestrzeni stanéw gospodarki®. Najistotniejsza réznica migdzy modelem
gospodarki, ktorym zajmujemy si¢ obecnie, a modelem przedstawionym w artykule
Panek (2014) polega zmianie jednego zalozenia: zastapieniu warunku (G8) w pracy
z 2014 r. na warunek (obecnie) (G9).

W punkcie 2 prezentujemy model oraz przytaczamy podstawowe definicje i zato-
zenia. W punkcie 3 dowodzimy ,,stabego” twierdzenia o zakrzywionej magistrali.
W punkcie 4 pokazujemy, ze efekt magistrali o ktorym mowa w punkcie 3 pozostaje
w mocy, gdy kryterium maksymalizacji wartosci produkcji (mierzonej w cenach von
Neumanna) zastgpimy kryterium maksymalizacji spotecznej funkcji uzytecznosci
okreslonej na wektorach produkcji wytworzonej w okresie koncowym ustalonego
horyzontu funkcjonowania gospodarki. Obowigzujg oznaczenia stosowane we wspo-
mnianym artykule z 2014 r.
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2. MODEL

Przez t oznaczamy (dyskretng) zmienng czasu przebiegajaca zbior 7= {0,1,...,t,},
zwany horyzontem gospodarki; x(¢) = (x;(?),...,x,(?)) jest wektorem towarow zuzywa-
nych w okresie ¢ (wektorem naktadow), y(t) = (1(2),...,1,(f)) jest wektorem towaréw
wytwarzanych w gospodarce w okresie ¢ (wektorem produkcji). Jezeli z naktadow x(¥)
mozna wytworzy¢ produkcje y(¢), wtedy o parze (x(¢), ¥(f)) moéwimy, Ze opisuje (two-
rzy) dopuszczalny proces produkcji w okresie ¢. Przez Z(f) © R oznaczamy zbidr
wszystkich technologicznie dopuszczalnych proceséw produkcji w gospodarce w okre-
sie t. Zapis (x,y) € Z(f) (lub (x(¢),(f)) € Z(¢)) oznacza, ze w okresie ¢ w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z naktadow x mozna wytworzy¢ produkcje y.

Przestrzenie produkcyjne Z(¢) spetniaja nastepujace warunki:

(G V (x'.y) e Z(t) V(x*,y*) e Z(t) Ya,B20 ((ax' + fc*,ap' + By*) e Z(1)).
G2 V(x,y)EZ() x=0=y =0),

GH V) eEZM)Vx' ZxVO=y Sy ((x,))eZ(®).

(G4) Zbiory Z(7) sa domknigte w R2".

(GS) Z(t) c Z(t + 1),

Z interpretacja ekonomiczng tych warunkow mozna zapoznac¢ si¢ np. w pracach
Panek (2003, rozdz. 5), Panek (2014). Zgodnie z (G1), (G4) przestrzenie produk-
cyjne Z(t) sg stozkami domknigtymi w R?" z wierzchotkami w 0. Warunek (x,y) # 0,
w mysl (G2), pociaga za sobg x # 0. Interesuja nas wylacznie takie nietrywialnie
(niezerowe) procesy.

Niech (x,) € Z(?), (x,y) # 0.

Liczbg

a(x,y) = max{ajax = y},

pokazujacg ile razy wektor produkcji y przekracza (po wszystkich wspotrzednych)
wektor naktadéw x, nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu
(x,y). Funkcja a jest ciggta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z(¢) \ {0} (zob. Panek,
2003, tw. 5.2). Liczbeg

Uy = MaX(xy)ez(e) (X, y)
(x,y)#0
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nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie ¢. Przy przyjetych zalozeniach zadanie to
ma rozwigzanie?, tj.

3(x(6), ¥(t)) € Z(t) <a(f(t),37(t)) = max(xy)ez) a(x,y) = aM,t)

(x,y)#0
Ponadto

Qa2 0y, t=0,1,.t — 1,

(zob. Panek, 2013, tw. 2). Proces (x(¢), y(¢)) nazywamy optymalnym procesem pro-
dukcji w okresie ¢. Jest on okreslony z doktadnoscig do mnozenia przez statg dodatnia,
gdyz dla dowolnej liczby 4>0: a(x(¢), ¥(1)) = a(Ax(t), iy (t))-

Podobnie jak w pracy Panek (2014a) zakladamy, ze w$rdd optymalnych proceséw
produkcji w kazdym okresie istniejg takie, w ktorych wytwarzane sg wszystkie towary,
co wobec (G1) oznacza, ze

(G6) vt € T 3(x(6), ¥(©) € Z)(a(x (), ¥(t)) = ame A anx(E) =y(t) >0)

(tzw. warunek regularno$ci gospodarki, zob. np. Gale, 1956). Mowiac dalej
0 optymalnym procesie produkcp mamy na mysli proces (x(¢),y(¢)) speliajacy ten

warunek. O wektorze 5(t) = mowimy, ze charakteryzuje optymalna strukture

|I (t)ll
produkcji w niestacjonarnej gospodsarce Gale’a w okresie .

Przez p(t) = (p1(%),...,p,(t)) = 0 oznaczamy wektor cen towarow w gospodarce
Gale’a w okresie t. Wezmy proces (x,)) € Z(?), (x,y) # 0. Liczbg

(p(),»)
ﬂ(xyap())_< (l) >

(tam gdzie jest okres$lana) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) € Z(f) przy cenach p(z).

o Twierdzenie 1
W regularnej gospodarce Gale’a, spetniajacej warunki (G1)—(G6), V t € T istnieja
ceny p(t), przy ktorych:

Y(x, ) e ZO(P@),y) - a, (P,x)<0) (1)

* Wobec dodatniej jednorodnosci stopnia 0 funkcji mamy max(xyyeze) (¥, y) = maxge) a(x,y),
(x,y)#0
gdzie G(t) = {(x,y) € Z(t)|llx, y|l = 1}. Zadanie to ma rozwigzanie, gdyz a jest funkcjg ciagla, a zbior
G(f) jest zwarty (tw. Weierstrassa).
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oraz

PEO.50.p(e) = max (.. p(0) =y )
(?i)ig '

Dowod. Wezmy dowolny okres ¢ € T. Z definicji optymalnego procesu produkcji oraz
warunku (G6) mamy a,, ,x(t) = y(t) > 0. Zbior

c(t) = {c ER"c= ayx—y,(x,y) E Z(t)}
jest stozkiem domknietym w R” z wierzchotkiem w 0 (jako liniowy obraz stozka Z(¢)),

ktory nie zawiera wektorow ujemnych. Istotnie, gdyby do C(¢) nalezat pewien wektor

& = ayx® — )° < 0, wowezas istniataby taka liczba & > 0, ze (aM_t + S)xo =y° co

przeczy definicji liczby a,,,. Zbior
D(t)=C(t)+R} = {d|d =c+x,ceC(t),x € R}}
jest tez stozkiem domknigtym w R" z wierzchotkiem w 0 (jako suma pary stozkow

domknietych) oraz D(f) # R", gdyz stozek D(¢), podobnie jak C(f), nie zawiera wek-
torow ujemnych. Istnieje zatem taki wektor p(t) # 0, ze

vd € D(t)({p(t),d) = 0).

Poniewaz wektory e = (0,0,...,1,...,0), i = 1,2,...,n (z jedynka na i-tym miejscu),
naleza do D(f), zatem p(t) = 0 oraz

Ve e C()U(p(D),c) = 0),
czyli
V(x,y) € ZO((P(1), apex — y) 2 0),

tzn. zachodzi warunek (1). Stad

(), y) o
p@),x) = "

(wszedzie gdzie (p(t),x) # 0). Z (1) wynika w szczegolnosci, ze

ﬁ(X, Y, ﬁ(t)) =

0 <(P(0), y(8)) < an ¢ (P(2), (2)).

Z drugiej strony (wobec (G6)) mamy:
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B(), 7)) = ay(p(t), x(1)) > 0,

zatem:

B(x(®),7(1),p(®) = ame = B(x,y,D(1))
wszedzie gdzie funkcja f jest okreslona. Warunek ten jest rOwnowazny z (2). |

Wektor p(¢) nazywamy wektorem cen von Neumanna w okresie 7. O trdjce
{a,,,,(x(t), (1)), p(t)} mOéwimy, ze charakteryzuje niestacjonarng gospodarkg Gale’a
w chwilowej rownowadze von Neumanna w okresie ¢. ROwnowaga chwilowa von
Neumanna oznacza taki stan gospodarki (tj. takie naktady, taka produkcje i takie ceny
w okresie #), w ktorym dochodzi do zréwnania ekonomicznej efektywnosci produkcji
z jej efektywnoscig technologiczng na maksymalnym mozliwym do osiggnigcia pozio-
mie. Zaréwno ceny von Neumanna jak i procesy produkcji w rownowadze sg okreslone
z doktadnoscig do mnozenia przez stalg dodatnig (z doktadnosciag do struktury).

W celu uproszczenia dalszych wywodoéw zaktadamy, ze optymalne procesy pro-
dukcji (f(t), y(t)) € Z(t),t = 1,2, ..., t;, sg okreslone jednoznacznie z doktadno$ciag do
struktury’, a efektywno$¢ ekonomiczna jakiegokolwiek procesu produkcji w okresie
r6znego od procesu optymalnego jest nizsza od najwyzszej efektywnosci mozliwej do
osiagnigcia przez gospodarke w tym okresie:

(G7) V(x,y) € Z(t) ((x, y) # (@), 7)) = B(x,y.p@)) = gjggz ; <
< B(x@®), ¥, () = aM,t).
Jezeli zachodzi ten warunek, to
Ve>0vieT 36,,€(0, a,,) V(x,») € Z(t)
H”—x” —50)|2e= Ble,y. PO < a,, 6., | 3)
X

Dowdd przebiega podobnie jak dowdd lematu 5.2 w pracy Panek (2003) (po pod-
stawieniu Z(t), @y, O, S(t) zamiast Z, ay, 8., 5)%. O cenach p(f) zakladamy, ze

> Warunek ten mozna ostabié, ale powoduje to wzrost ztozono$ci modelu.
6 Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli (x,y) # (¥(t),¥(t)), to ”i—” # 5(t); zob. takze np. Takayama
(1985, rozdz. 7, cz. A).
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sa jednostajnie ograniczone (z dolu i z gory), niezaleznie od dlugosci horyzontu
T=1{0,1,....t1}:

(G8) 3 0< 7y, <Ay <0 V>0V €01, t} (7, <[P < 7).

min

Gospodarka Gale’a jest zamknigta w tym znaczeniu, ze naklady w okresie nastep-
nym pochodzg w niej z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim: x(t + 1) = y(t),
co w swietle (G3) prowadzi do warunku:

0@, v+ 1) e Zt+1),t=0,1,....t, — 1. @)
Zaktadamy, ze dany jest poczatkowy wektor produkeji
#(0) =»° > 0. ()

O ciagu wektorow produkeji {y()}" o Spetniajacym warunki (4)—(5) mowimy, ze
opisuje (3°, ;) — dopuszczalny proces wzrostu. Ciag { y (t)} bedacy rozwigzaniem

nastepujacego zadania maksymalizacji wartosci produkcji (mlerzonej w cenach von
Neumanna) w koncowym okresie #; horyzontu T:

max (p (1), y(,))
p.w. (4)—(5) (6)
(wektor y° > 0 ustalony)

nazywamy (y°, p(t,)) — optymalnym procesem wzrostu (w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a). Przy przyjetych zaloZeniach zadanie to ma rozwigzanie’.

W okresie ¢+ = 0 warunek (G6) zapewnia istnienie optymalnego procesu
(x(0),¥(0)) € Z(0), w ktorym y(0) > 0. W konsekwencji, w nastepnym okresie ¢ = 1
warunki (G1), (G6) zapewniaja istnienie optymalnego procesu (x(1), ¥(1)) € Z(1), w kto-
rym y(1)>0 oraz x(1) = ¥(0). Rozumujac podobnie dalej, dla t = 2,....¢, otrzymu-
jemy (okres$lony z doktadno$cig do mnozenia przez statg dodatnia) i rozpoczynajacy
sie w ¥(0) > 0 cigg optymalnych procesow produkcji (X(¢), 7(1)) € Z(t) w ktorym:

¥t+1)=y),t=01,..t. (7

W artykule Panek (2014a) przyje¢to silniejsze zalozenie, ze istnieje co najmniej
jeden taki cigg optymalnych procesow {)?(t),f(t)}?:o, w ktorym naktady w okresie

nastgpnym s3 dodatnie i rowne produkcji pochodzacej z okresu poprzedniego:
x(t+1)=y@)>0,t=01,..t; — 1, (7)

7 Zob. Panek (2003, lemat 5.1 oraz tw. 5.7), Panek (2014, s. 9).



Zakrzywiona magistrala w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. Czes¢ 1 155

oraz ze produkcja w okresie ¢ jest wielokrotnoscia naktadoéw, z ktérych zostata
wytworzona:

V() =a, ,x(0),t =01, ..t.

Ciag optymalnych procesow produkcji spetniajgcych te dwa warunki generuje
(7(0),4,) — dopuszczalny proces {7(t)}iL,, W ktorym

ye+)=a, yt)>0,t=0,1,.. -1 7

1 wobec tego

Yt e T(%zs_:const.> 0]-
y

W procesie takim:
— produkcja ro$nie z okresu na okres w maksymalnym tempie o,
— struktura produkcji nie zmienia si¢ w czasie.

W literaturze potprosta

N ={A5| 1> 0}
lezacg w przestrzeni standw gospodarki (wektorow produkeji) i spetniajaca te dwa
warunki przyjeto nazywaé magistrala (produkcyjng).®
Kazdy (¥(0),t,) dopuszczalny proces postaci (7”°), w ktorym gospodarka osiaga naj-

wieksze tempo wzrostu, ,,lezy” na magistrali, mozna ja wigc rOwnowaznie utozsamiaé
z nastepujaca wiazka wszystkich (37(0, tl)) — dopuszczalnych procesow wzrostu:

N (0.) =T}y [ (FO, 5 +1) € Z@+1) A ey, 30 = T +1) > 0,1 = 0,1, ~1

w przestrzeni (¢; + 1) elementowych ciagow wektorow produkcji. Rownowaznosé
magistral N i N5(0,,) rozumiemy w tym sensie, Ze:

yEN = 3{F(0}, € N°(0.1,) (3(0) = ).

Oczywiscie,

VyeNV {F0)}, e N0,1) VreT[¥= f(’) =§=const.>0}
7 ol

8 Roéwnowaznie — promieniem von Neumanna, zob. np. Takayama (1985, rozdz. 7).
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Przejécie od magistrali N w przestrzeni stanéw do jej odpowiednika N5(0,¢,)
w przestrzeni procesoOw (ciggéw) umozliwia zdefiniowanie zakrzywionej magistrali
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. W tym celu utworzmy ciag optymalnych pro-
cesOw produkcji (f(t),)‘/(t)) € Z(t),t = 1,2, ..., t;, spetniajacy warunek:

x(t) = Amax,ts_'(t), (®

gdzie

Amaze = max{A| 25(8) £ F(¢ = DL 5O = 250 £= 12,0,

Przy zalozeniach (G1)—(G6) ciag takich optymalnych proceséw istnieje, a wek-
tory produkcji ¥(0), y(1), ..., ¥(t1) tworza (¥(0),t;) dopuszczalny proces wzrostu,
w ktorym:

0< Uiy = a(y(t)ly(t + 1)) < aM,t+15 t= 0J1J ey tl - 1a (9)

Zbiodr (wiazke) N%(0,t,) wszystkich takich (7(0),t;) — dopuszczalnych procesow

wzrostu nazywamy zakrzywiong magistrala produkcyjna w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a:

N#(0,t,) = {FOIL, | Ve €T I((O,5(D) € 2 (3() =, (1) )
oraz dla t = 1,2,...,t; zachodzi warunek (8)}. (10)

Jezeli przez N(t;) oznaczymy przekroj wigzki N%(0,t)) w okresie #, € T,

NZ(ty) = {J| ¥ = ¥(t,) dla pewnego procesu {37(1:)}?:0 € N%(0, tl)},

to:

VA > 0(F € N%(ty) = Ay € N%(t,)).

Wobec (G7) zakrzywiona magistrala jest okreslona jednoznacznie z doktadnos$cia
do struktury:

—1 —2 z yro) _ y: _ -
WET(y @y O eN (t)=>||y1(t)||_nyZ(t)n_S(t))'

Jezeli {F(t)}L, € N%(0,t;) to VA>0 takze {AJ(t)}iL, € N?(0,t;) oraz dla
t=0,1,...0 — I:

a(Ay®), 5+ 1)) = a(F@®), ¥t + 1)) = a1 < Qypas (11)
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Zgodnie z (11) gospodarka Gale’a na zakrzywionej magistrali rozwija si¢ w mak-
symalnym mozliwym do osiagniecia tempie Q¢+1 = a(¥y(t),¥(t + D) < ameea,
t=0,1,....,ty — 1 (a niekoniecznie w tempie @ty = Apyr41, jak W (7)), ale moze
obecnie zmienia¢ strukture produkcji 5(t).? Tempo wzrostu oraz struktura produkcji na
zakrzywionej magistrali zalezg w naszej gospodarce od zmian zachodzacych w techno-
logii (od dynamiki przestrzeni produkcyjnych Z(¢)). W warunkach gwattownie zmienia-
jacej si¢ technologii zarowno tempo wzrostu produkcji na zakrzywionej magistrali o,
jak 1 optymalna technologiczna efektywnos¢ a,,,; moga nie tylko podlega¢ znacznym
wahaniom z okresu na okres, ale takze istotnie r6zni¢ si¢ miedzy soba. W gospodarce

Gale’a o ich regularnym przebiegu decyduje rownomierny rozwdj technologii.
Przyjmijmy oznaczenie: ¥(t;) = [T:L, “aLtt Zaktadamy, ze rozwoj technologii

produkcji w niestacjonarnej gospodarce Gale’a odbywa si¢ harmonijnie, a wskazniki
0, oraz oy, speiniaja warunek:

(GY) Ciag {y(t1)}¢;=1 jest ograniczony.

Przy tym zalozeniu wielkosci a, oraz a,,, nie rozbiegajg si¢ nicograniczenie. Ciag
{r(t1)}=1 jest bowiem monotonicznie rosnacy (y(t; + 1) > y(¢;)) i wobec tego, ze
jest ograniczony, ma granicg:

ae

M > 1).

W celu wykluczenia takiej nierealistycznej sytuacji, kiedy efektywnosé ekono-
miczna procesu produkcji mogtaby zbliza¢ si¢ do optymalnej, mimo ze jego struktura
stale odbiegataby o pewna wielko$¢ ¢ > 0 od struktury optymalnej zaktadamy, ze

o,
(G10) Ve>03v, >0 V, >0 VteTl [“ZVSJ.
Xy

Wobec tego, ze 6, € (0,0,), otrzymujemy v, < 1.

3. ,,SLABE” TWIERDZENIE O ZAKRZYWIONEJ MAGISTRALI

W ekonomii matematycznej znane sg co najmniej trzy rodzaje twierdzen o magi-
strali. W ,,slabych” twierdzeniach dowodzi si¢, ze optymalne procesy wzrostu w prawie
wszystkich okresach ustalonego horyzontu przebiegaja w bliskim otoczeniu magistral
(w sensie odleglosci katowej). ,,Silne” twierdzenia precyzujg czas, w ktérym moz-
liwe jest ,,wytracenie” optymalnego procesu z otoczenia magistrali: moze to nastgpi¢

° Stad nazwa ,zakrzywiona” magistrala. Tym tez gospodarka Gale’a omawiana obecnie rézni sie

od wczesniej prezentowanych w artykutach Panek (2013, 2014a,b).
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tylko w poczatkowej i/lub koncowej fazie wzrostu. Im dtuzszy jest horyzont 7, tym
dtuzej (i tym blizej) w jego srodkowym okresie optymalne procesy wzrostu prze-
biegaja w otoczeniu magistrali. W ,,bardzo silnych” twierdzeniach o magistrali jest
mowa o optymalnych procesach, ktore w pewnym okresie docieraja do magistrali.
Zdecydowang wigkszo$¢ wynikow uzyskano dotad na gruncie wielosektorowych sta-
cjonarnych (najczesciej liniowych) modeli dynamiki ekonomicznej typu Neumanna—
Gale’a—Leontiefa. Znacznie krétsza jest lista prac poswigconych efektom zakrzywionej
magistrali w modelach niestacjonarnych, zob. np. Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler
(1972), Makarow, Rubinow (1973, rozdz. 4).

Ponizej prezentujemy ,,stabg” wersje twierdzenia o zakrzywionej magistrali w nie-
stacjonarnym modelu Gale’a.

0 Twierdzenie 2 (,,Stabe” twierdzenie o zakrzywionej magistrali)

Jezeli gospodarka Gale’a spetnia warunki (G1)— (G10) to Ve >0 istnieje taka
liczba naturalna kg, ze liczba okreséw czasu, w ktorych (y°, p(¢,)) optymalny proces
wzrostu {y* (t)}t o spetnia warunek

y(1) _5(0)| 2

>¢& (13)
@]

nie przekracza k,. Liczba k, nie zalezy od dlugosci horyzontu 7.

Dowéd.'® Poczatkowy wektor produkcji y° oraz wektor 5(0) struktury produkcji
na zakrzywionej magistrali N*(0,¢;) sa dodatnie, zatem istnieje taka liczba ¢ > 0,
ze y° >0 5(0)>0. Zgodnie z definicja zakrzywionej magistrali istniejen (7(0),1,)
dopuszczalny proces {y(t)}t ' » W ktorym 3(0) = 05(0) > 0 oraz

a .,y =y +1) (14)

dlaz=0,1,...,t; — 1. Poniewaz ((0), y(1) € Z(1)), wiec (zgodnie z (G3)) (»°, (1)) € Z(1)
skad otrzymujemy (3°,¢,) dopuszczalny proces {f(t)}?:o,

5(0) = ¥y’ dla t=0, 15)
g (t) dla t=1,..,t,.

Z (14) wynika, ze

J(t,) = U(Hiil at)§(0)-

19 Dowdd czesciowo wzorowany na dowodzie twierdzenia 1 w pracy Panek (2014a).
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Stad i z definicji (»°, p(#,)) optymalnego procesu {y*(t)}?:o dostajemy nastgpujace
dolne ograniczenie warto$ci produkcji w optymalnym procesie w okresie #:

(P(t).y" (1) 2 (pt),7(t,)) = a(Ha} (p(1,),5(0)) > 0. (16)
Z drugiej strony, w mysl (1), B

(PU+D.y (t+D)y < @y, (P17 (), £ = 0,1,....0; — 1.
Woéweczas, dla t = £, — 1 mamy:

0<(p(t),y" (1)) < @, (P(t,),y (1, ~1)).

Ceny von Neumanna sg okreslone z doktadnos$cig do struktury, wigc istnieje taki
wektor p(f, —1), ze

(P(t),y" (6, =) <(p(t, = 1),y"(t, = 1),
co prowadzi do nierownosci:
(P@),y ) <@y, (B, =1,y (=D S @y @y, (P =1, (6 =2)).
Podobnie, istniejg takie ceny p(f, —2), ze:
(P(t, =),y (1, =2)) <(p(t, =2),y" (1, ~2)),
skad otrzymujemy:
(P@),y ) < ay,ay, (Plt=2),5"(t-2)).

Postepujac tak dalej dochodzimy ostatecznie do nastgpujacego gdrnego ograniczenia
warto$ci produkcji w optymalnym procesie w koncowym okresie #;:

By @) < (T, | (O (a”
Jezeli w okresach zy,...,7; < t; zachodzi warunek (13), to

ﬂ(y*(t)a y*(t+1)>’ﬁ(t+l)) < aM,H—l _5g,t+1’ 1= [SECRREL

a wowczas, zwazywszy na (17), dostajemy nierdwnosc:



160 Emil Panek

<}_7(t1)ay*(t1 »< tlj[ Ay [HtELS(aM,t - 5s,t)] <l_7(0):y0>, (18)

tel,
gdzie L, = {11,...,75:}. Z (16), (18) po przeksztatceniach i uwzglednieniu (G8), (G9),
(12) dochodzimy do warunku:

Tk apmt—Ser o (oMt Tk [AMt—Set o amt\ Tk amt—Ser
M Ht:‘[l( ) = Ht=1( ar ) t=14 ( = Ht=1 t=14 =

at at teL, © %t at

> O-<ﬁ(t1)’ 5(0)> > O-ﬂ.mingmin (O) >0

(POLY") TV
czyli
Tk amt—0gt (77711]1n§m1n(0)_ 1
t=T1( ag )2 Mr yo =C >0, (19)

gdzie Spin (0) = mins,(0) >0, y?  =maxy’ > 0.
Z (G10) wynika, ze

aMt rq amt—bet
a_t (1 VE) = —“t , (20)

Z (19), (20), zwazywszy na (12) dostajemy:
M@ —-v)k >,

co pozwala na oszacowanie liczby k:

2
< h’lic =A, (21)
In(1-v,)
1
gdzie C? = % >0 (liczba A4 jest dodatnia, gdyz C?> € (0,1)). Do zakonczenia
dowodu wystarczy w charakterze liczby k, przyja¢ najmniejsza liczbg catkowity
wieksza od A4. |

4. UOGOLNIENIE TWIERDZENIA 2

Niech u(-;t;): R} - R} bedzie funkcjg uzytecznoscei okre$long na wektorach
produkcji w koncowym okresie #; horyzontu 7. Zaktadamy, ze

G () Vi, >0(ul;t) € CORD),
(i) V¢; > 0 funkcja u(-;t;) jest wklesta, rosngca i dodatnio jednorodna
stopnia 1,
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(iii) Vy >0 u(y;-) jest takg malejacg funkcjg czasu, ze
38, > 0 (inf, u(y; t;) = 6,),
(iv) 3a>0Vt; >0Vy =0y ty) <a@(t)y).

Warunki (i) — (iii) sg standardowe. Warunek (iv) mowi, ze funkcje uzytecznosci u(-; t;)
mozna aproksymowac (z gory) formg liniowg z wektorem tworzacym a p(t,), gdzie
a jest pewng liczbg dodatnig!!.

Niech {y*(t)}?:o bedzie rozwigzaniem zadania

max u(y(f);t)
p-w. (H—(5) (6°)
(wektor 3 > 0 ustalony)

maksymalizacji uzytecznos$ci produkcji w koncowym okresie ¢, horyzontu 7. Przy przy-
jetych zatozeniach zadanie to, podobnie jak zadanie (6), ma rozwigzanie. Bedziemy je
nazywac (yo, u(:; tl)) — optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a. Zastepujac warunek (G8) stabszym warunkiem

(G®) I, <+o V>0VEe{01,..,t) (||1_9(t)|| <7z
dochodzimy do nastepujacego twierdzenia.

o Twierdzenie 3

Jezeli gospodarka Gale’a spelnia warunki (G1)-(G6), (G8°), (G9)-(G11),to Ve >0
istnieje taka liczba naturalna k,, niezalezna od dtugosci horyzontu 7= {0,1,...,¢,}, ze
liczba okresow czasu, w ktorych (yo, u(-; tl)) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}ilzo
spetnia warunek (13), nie przekracza £,.

Dowo6d w znacznej czgsci jest powtorzeniem dowodu twierdzenia 2. Niech
{y*()}iL, bedzie procesem optymalnym, a ()}, procesem (3°,t)) — dopuszczal-
nym postaci (12). Wéwcezas, zwazywszy na (G11) dostajemy:

a(p(ty),y" (t)) 2 u(y* (1) t1) = u(@(t1);ty) =
= u( U(Hilﬂ at)§(0) ; t1) = 0'(1_[?:1 at)u(§(0); t;) > 0. (22)

Zat6zmy, ze w okresach 7,,...,7; < t; zachodzi warunek (13). Wtedy, postepujac jak
przy dowodzie twierdzenia 2 dochodzimy do nieréwnosci (18). Laczac (18), (22) oraz
uwzgledniajac (G8’), (G11), (20), po przeksztalceniach dochodzimy do nieréwnosci:

11 Zob. Takayama (1985), ibid.
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M — vk > 2O 5 %50 _ 15,

— a(p(0)y®) — a“-'maxyglax

z ktorej ponownie otrzymujemy warunek (21). Jezeli €2 = % € (0,1), wtedy

2
< ¢ S0
In(l1-v,)
i podobnie jak w twierdzeniu 2 w charakterze liczby &, mozna przyja¢ najmniejsza
liczbe catkowitg wigksza od 4. Jezeli C> > 1, wtedy k, = 0. [
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ZAKRZYWIONA MAGISTRALA W NIESTACJONARNEJ GOSPODARCE GALE’A. CZESC 1
Streszczenie

W nawiazaniu do prac Panek (2013, 2014a) w artykule udowodniono tzw. ,slabe” twierdzenie
o zakrzywionej magistrali, na ktorej gospodarka osiaga maksymalne tempo wzrostu. Obrazem geome-
trycznym takiej magistrali jest krzywa w przestrzeni stanow gospodarki — odpowiednik promienia von
Neumanna w stacjonarnym modelu Neumanna-Gale’a.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, rownowaga von Neumanna, zakrzywiona
magistrala, ,,slabe” twierdzenie o magistrali

TWISTED TURNPIKE IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY. PART I
Abstract

In the reference to papers Panek (2013, 2014a) we present the so called “weak” version of the
twisted turnpike in the non-stationary Gale economy. A geometrical representation of such twisted
turnpike is a curve in the state-space, which is a counterpart of von Neumann ray in a stationary
Gale economy.

Keywords: non-stationary Gale economy, von Neumann equilibrium, twisted turnpike, “weak”
turnpike theorem



