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1. WSTEP

Obrazem geometrycznym zakrzywionej magistrali w niestacjonarnej gospodarce
Gale’a przedstawionej w pracy Panek (2015) jest zbior (wigzka) krzywych, na ktorych
gospodarka osigga maksymalne tempo wzrostu zmieniajac strukture produkcji. W sta-
cjonarnej gospodarce Gale’a> odpowiednikiem zakrzywionej magistrali jest potprosta
W przestrzeni standow, zwana magistralg produkcyjng (promieniem von Neumanna), na
ktorej gospodarka osigga maksymalne tempo wzrostu zachowujac jednak statg struk-
ture produkcji. Nawiazujac do prac Panek (2014, 2015) dowodzimy, ze jezeli w niesta-
cjonarnej gospodarce Gale’a funkcjonujacej w horyzoncie T = {0, 1, ..., t;} optymalny
proces wzrostu w pewnym okresie £ < t; dociera do zakrzywionej magistrali oraz ceny
w gospodarce nie zmieniajg si¢ zbyt gwattownie, to niezaleznie od dlugosci horyzontu
(niezaleznie od t) proces taki w kolejnych okresach t = £+1,...,t; — 1 (za wyjatkiem
ewentualnie ostatniego okresu t;) przebiega w dowolnie bliskim otoczeniu zakrzywio-
nej magistrali. Obowigzujg oznaczenia stosowane w pracy Panek (2015).

2. MODEL

Model bedacy przedmiotem naszego zainteresowania zostal szczegétowo przed-
stawiony w pracy Panek (2015), dlatego tutaj ograniczamy si¢ do jego bardzo zwig-
ztej prezentacji. Zaktadamy, ze czas biegnie skokowo, a zmienna czasu t przyj-
muje wartosci ze zbioru T ={0,1, ..., t;}, ktory nazywamy horyzontem gospodarki;
0 < t; <+ . W gospodarce mamy n towarow (zuzywanych i/lub wytwarzanych).
Przez x = (x1(¢), x5(t), ..., x,(t)) oznaczamy wektor towaréw zuzywanych w gospo-
darce w okresie t, przez y(t) = (y(¢t),y(t), ...,yn(t)) wektor towardw wytwarzanych
w tym okresie. Jezeli z wektora towaréw x(t) mozna wytworzy¢ wektor towarow y(t),
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to méwimy, ze para (x(t),y(t)) opisuje technologicznie dopuszczalny proces produkcji
w okresie t; x(t) nazywamy wowczas wektorem naktadow (zuzycia), a y(t) wektorem
wynikéw (produkcji). Przez Z(t) € R2" oznaczamy zbidr wszystkich technologicz-
nie dopuszczalnych procesow produkcji w gospodarce w okresie t. Zapis (x,y) € Z(t)
(lub (x(t),y(t)) € Z(t)) oznacza, ze w okresie t z nakladow x w gospodarce mozna
wytworzy¢ produkeje y. Przestrzenie produkcyjne spetniaja nastepujace warunki’:

(G V (x',3") e Z(t) V(x*,y*) e Z(t) Ya, 20 (ax' + fe*,ap' + By*) € Z(1)).

G2)V(x,y) €EZ(t) (x=0=y =0).

(GH V(x,y) eZ®)Vx' ZxVOSy Sy ((x',))eZ(®).

(G4) Zbiory Z(t) sa domknigte w R2",

(G5) Z(t)c Z(t+1),t = 0,1, ..., t, — 1.

Tak zdefiniowane przestrzenie produkcyjne sg stozkami wypuktymi, domknietymi
w R2", z wierzchotkami w 0. Interesujg nas nietrywialne procesy (x,y) # 0. Jezeli
0+ (xy) eZ(t),tox+0.
Niech 0 # (x,y) € Z(t). Liczbe

a(x,y) = max{a| ax = y}

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x,y).
Funkcja a(-) jest ciagla i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z(t) \ {0}, Panek (2003,
tw. 5.2). Liczbe

Ap,e = MaX(xy)ezr) 4(X,Y) (D
(x¥)#0

nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a w okresie t. Przy przyjetych zalozeniach zadanie (1)
ma dla kazdego t € T rozwigzanie oraz «,, ., 2 a,,,, t = 0,1,..,¢; - 1, Panek (2013,
tw. 2). Zaktadamy, ze

(G6) ve e T 3(x(0), 7(1)) € Z(t) (a(x(0),7(0)) = ame A ay,x(t) = y(t) >0)
3 Zob. Panek (2015). Z interpretacja ekonomiczng tych warunkéw mozna zapoznaé si¢ w pracy

Panek (2003, rozdz. 5); zob. takze np. Makarow, Rubinow (1973), Nikaido (1968, rozdz. 4), Takayama
(1985, rozdz. 7).
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(tzw. warunek regularnosci gospodarki mowiacy, ze w kazdym okresie ¢ € T istnieja
optymalne procesy produkcji, w ktorych wytwarzane sa wszystkie towary). Mowiac
dalej o optymalnych procesach produkcji mamy na mysli procesy spetniajace ten
warunek. Przez p(t) = (p1 (1), p, (1), ...,pn(t)) > 0 oznaczamy wektor cen towarow
w gospodarce w okresie t. Liczbe

(p(@®),)
(p(1),x)
(tam gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x, y) € Z(t) przy cenach p(t).* W gospodarce Gale’a spetniajgcej warunki
(G1)—(G6) Vt € T istniejg ceny p(t), przy ktorych:

B(x,y, p(t)=

V(x,») e ZWO(P(), ) —a, (Fx) <0) 2)
oraz
BE@),5(t), p(1)) = max ff"’ v.p0)=a,, 3)
e0

(Panek, 2015, tw. 1). Wektor p(t) nazywamy wektorem cen von Neumanna w okre-
sie t, a o trojce {aM_t, (f(t),)‘/(t)),ﬁ(t)} moéwimy, ze charakteryzuje niestacjonarng
gospodarke Gale’a w chwilowej rownowadze von Neumanna w okresie £°. Zaréwno
ceny von Neumanna, jak i proces produkcji w rownowadze chwilowej sa okreslone
z doktadno$cig do struktury (mnozenia przez stala dodatnig). Interesuje nas gospo-
darka, w ktorej optymalne procesy produkcji (f(t),)‘/(t)) eZ(t),t=01,..,t;, sa
okreslone jednoznacznie (z doktadnoscig do struktury), a efektywnos$¢ ekonomiczna
B (x, Y, ﬁ(t)) dowolnego procesu 0 # (x,y) € Z(t) réznego od optymalnego (spoza
stanu chwilowej rownowagi von Neumanna) jest nizsza od ay ;:

(G7) V(x,y) € Z(¢)

<(x. V#E®), 7(0)=p(x,y,5(t)) = %«B(E(t),?(t),ﬁ(t))=aM,t>.

Mozna pokazaé, ze wowczas:

Ve>0 VieT3s, €0, @, )V (x,y)eZ(1) (X ~5(0)
X

2 ‘C/‘:}ﬁ(xv Vs ?(t))saM,t_ 5£,t]’ (4)

4 Symbolem {a,b) oznaczamy iloczyn skalarny wektoréw a,b € R™:{a,b) = Y., a; b;.

5 W réwnowadze chwilowej von Neumanna dochodzi do zréwnania ekonomicznej efektywnosci
produkcji z efektywnoscig technologiczng ma maksymalnym poziomie mozliwym do osiggnigcia przez
gospodarke w tym okresie.
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- x(t) y(©)
gd21e S(t) = m = H}_l(_t)H’
2015, przypis 3).

Gospodarka jest zamknigta w tym znaczeniu, ze naklady x(t + 1) w okresie
nastgpnym moga pochodzi¢ w niej wylgcznie z produkeji y(t) wytworzonej w roku
poprzednim, x(t + 1) = y(t), co wobec (G3) prowadzi do warunku:

llx|l = Xi-qlx;| (Panek, 2003, lemat 5.2) oraz (Panek,

(@), yt+1)eZ(t+1),t=01,..,t; — 1. ®))
Ustalmy poczatkowy wektor produkcji

y(0) =y°>0. (6)

Kazdy cigg wektorow {y(t)}ilzo spetniajgcy warunki (5)—(6) nazywamy (y°,t;) —
dopuszczalnym procesem wzrostu (lub trajektorig produkcji) w niestacjonarnej gospo-
darce Gale’a.

Jezeli spelnione sg warunki (G1)—(G6), to istnieje cigg optymalnych proceséw
produkc;ji (J?(t),)_/(t)) €Z(), t=0,1,..,t;, wktorymdlat=1,2,..,t

f(t) = Amax,tg(t)a (7)
gdzie

A = max{2] 25(0) < 3t = 1), 5(6) = 22 (8)

Poniewaz (x(t),¥(t)) € Z(t) oraz
xt+1)=y(),t=0,1,..,t; - 1,

wigc cigg wektorow produkcji {y(r)}ﬁ;o tworzy (¥(0), t;) dopuszczalny proces wzro-
stu®. W procesie tym

0 < at+1 = 0((}_/(t),}_/(t + 1)) < aM’t+1, t = 0,1, ey tl - 1,

Zbior (wiagzke) wszystkich takich (¥(0),t;) dopuszczalnych procesow wzrostu
. t .
(O}l ze

vt € T 3x(t) > O(az(t),y(t)) € Z(t) (y(r) = aM,t)?(t))

® Nie nalezy (7°,t,) — dopuszczalnego procesu {y(r)}ﬁ;o myli¢ z (y°,t;) dopuszczalnym procesem
{y(t)}iio. Nawet gdy y° = 5(0) (czego nie mozna wykluczy¢ a priori), wtedy ciag {}7(1&)}&0 jest wprawdzie
jednoczesdnie procesem (y°,t;) — dopuszczalnym, ale nie na odwr6t (nie kazdy (5(0),t;) — dopuszczalny
proces wzrostu musi bowiem spetnia¢ warunki (7)—(8)).
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oraz dla t = 1,2, ..., t; zachodza warunki (7), (8), oznaczamy symbolem NZ(0, t;)
1 nazywamy zakrzywiong magistrala w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.

Na zakrzywionej magistrali a, .,y () =y (t+1), t=0,1,..,t; - 1. Jezeli
{y(t)}?:o € N%(0,t;) to VA > 0 takze {/1}7(t)}§1=0 € N%(0,t;) (procesy wzrostu na
zakrzywionej magistrali sa okreslone z doktadnoscig do mnozenia przez stala dodat-
nig). Niech N#(t,) bedzie przekrojem wigzki N*(0,t;) w okresie ty € T:

N%(to) 2{37 |y = y(t,) dla pewnego procesu {y(t)}?:o € N%(0, tl)}.
Woéweczas:
VA > 0(y € N%(ty) = Ay € N%(t,))-
Zakrzywiona magistrala jest okreslona jednoznacznie (z doktadnoscig do struktury):

) 520 € NE() o TO _ FO
viel (y (©,77(0) € N = 5557 = o S(t)>‘

Zakladamy, ze w interesujacej nas gospodarce technologia produkcji nie zmienia

si¢ gwaltownie a to oznacza m.in. fagodne zmiany w czasie wskaznikOw a;, @ ¢.

W szczegoblnosci, przyjmujac oznaczenie y(t;) = ?:1% zaktadamy, ze:
t

(G8) Ciag y(t1)¢;_, jest ograniczony.

Warunek ten zapewnia, ze z czasem wartosci wskaznikow a,, ay . nie tylko nie
oddalaja si¢ nieograniczenie, ale przy t; — +oo zblizaja si¢ do siebie.

Przyjmijmy oznaczenie: o(t) = % Jezeli zachodzi warunek (G8), to
t

Fakt 1
AM < 4o (limt1 y(ty) = M), 9)

Fakt 2
lim,o(t) =1 (10)

Dowdéd faktu 1. Ciag {y(t;)}{;=; jest niemalejacy, y(t; +1) =y(ty) =1, czyli
(wobec (G8)) ma skonczong granice M > 1.

Dowéd faktu 2. Zgodnie z faktem 1: Vt (a(t) = % € [1, M]) Zatézmy, ze istnieje
t

taka liczba & > 1 oraz taki podciag {o(ty)}p=q, 1z Vk(o(ty) = 07). Wtedy
lim, y(t;) = +o0, wbrew (9).
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Ostatni warunek, (G9), wyklucza malo realistyczna sytuacje, gdy efektywnosc
ekonomiczna procesu zbliza si¢ do maksymalnej, mimo zZe jego struktura stale odbiega
od optymalnej o pewng ustalong wielko$¢.

0,
(G9) Ve>03v, >0 Vi, >0 VieT (”z‘/g],
aM,t
gdzie 8, jest liczbg z przedziatu (0,ay,) spelniajaca warunek (4). Poniewaz
Ocr € (0, aM‘t), wigc v, € (0,1).

3. OPTYMALNY PROCES WZROSTU. EFEKT ZAKRZYWIONEJ MAGISTRALI

Wezmy wektor p(t;) cen von Neumanna i rozpatrzmy nastepujace zadanie mak-
symalizacji wartosci produkcji w ostatnim okresie t; horyzontu T:

max<]7(t1), y(t1)>

p-w. (5)—(6) (11)
(wektor y° > 0 ustalony)

Rozwigzanie {y*(t)}iio tego zadania nazywamy (yo, p(t,)) — optymalnym proce-
sem wzrostu (optymalng trajektoriag produkcji) w niestacjonarnej gospodarce Gale’a.
Przy przyjetych zalozeniach zadanie to ma rozwigzanie’.

o Twierdzenie 1

Wezmy dowolna liczbe ¢ > 0. Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a spetnia warunki
(G1)—(GY), woweczas istnieje taka liczba naturalna £, ze gdy (yO, p (tl)) — optymalny
proces wzrostu {y*(t)}?=0 w pewnym okresie £ > £ (f < t;) dociera do zakrzywionej
magistrali,

y () € N*(D),

oraz

MaXe(yy,.., 1) (P(E1),5(D) 1
mingezyq, ¢, 1 @E,5(D) 2M(1-vg)

(12)

to

7 Z dowodem mozna zapoznaé si¢ np. w pracy Panek (2003, lemat 5.1 oraz tw. 5.7). Zaréwno lemat
jak 1 twierdzenie zachowuja moc po przejsciu od statej w czasie technologii Z do zmiennych przestrzeni
Z(t) spehiajacych warunki (G1)—(G6).
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vte{t+1,..,t; —1}(Is*(t) = 5)]| < &),

y *(t) —( ) — y(t)

gdzie: s*(t) = v Ol Iyl

Dowoéd’. Wezmy taki horyzont T = {0, 1, ..., t;}, zeby poczawszy od pewnego okresu
t < t; (t > 0) spetniony byt warunek:

‘%’tsz, t=FEF+1, ..t (13)
gdzie ay, = a(x(t) y(t)) a; = a(y(t — 1) y(t)) (x(t) y(t)) € Z(t) jest optymal-
nym procesem produkcji w okresie ¢, {y(t)}t o € N%(0,ty) jest (¥(0),t;) — dopusz-
czalnym procesem wzrostu na zakrzywionej magistrali. Zgodnie z (10) warunek ten
zachodzi gdy tylko horyzont T Jest dostatecznie dlugi. Z zatozenia (y p(tl)) — opty-
malny proces wzrostu {y* (t)} o, W okresie f < t; (£ > f) prowadzi do zakrzywionej
magistrali, y*(f) € N(%), zatem istnieje taki (y(0), t;) — dopuszczalny proces wzro-
stu z dodatnim poczatkowym wektorem y(0) € N?(0), ze y*(t) = ¥(f). Utworzmy
nastepujacy cigg wektorow produkcji {)7(1,“)}?:0:

v

50 :{ y*(t), t=0,1, t

y@), t=t+1,. (14)

otrzymany ze ,,sklejenia” poczatkowego segmentu (y p(tl)) - optymalnego procesu
{y* (t)}t L, zkoncowa czgscig (¥(0), t;) dopuszczalnego procesu {y(t)}t o ENZ(0, tl)
Ciag ten tworzy (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu, w ktorym w okresie t = :

(@) = a5(@) > 0,

gdzie o = ||[y(D)|; 5(D) Jjest wektorem struktury produkeji na zakrzywionej magistrali

o v
w okresie £, 5(f) = SOl

Zgodnie z konstrukcjg zakrzywionej magistrali mamy a;,, ¥ (t) =y (t + 1) dla
t=1,2,..,t; - 1. Stad:

g(t) = (ML, a)y(@® = (T4, , @:)as@® > 0.

Z definicji optymalnego procesu {y*(t‘)}?=0 otrzymujemy nastgpujace (dolne) ogra-
niczenie wartosci produkcji w takim procesie w koncowym okresie t; horyzontu T:

(P(t2),y" (t)) = (60, 5(t1)) = o([T;Lg,, @ )(P(t2), 5(E)) > 0. (15)

8 Struktura produkcji s*(t) w procesie optymalnym rozni sie ,,dowolnie mato” (o mniej niz ) od
struktury produkcji $(¢t) na zakrzywionej magistrali. Warunek (12) oznacza, ze w okresach f +1,...,¢t;
ceny nie zmieniaja si¢ zbyt gwaltownie.

% Dowdd czesciowo wzorowany na dowodzie twierdzenia o magistrali w pracy Panek (2014).
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Z (2), (3), (5) wynika, ze w okresach t = 1, 2, ..., t; — 1 optymalny proces wzrostu
spetnia warunek:

(Pt +1),y"(t+ 1)) < aye1 (P + 1),y (1))
W okresie t = t; mamy:
0 <{(p(t),y (t)) < aM,q(ﬁ(tl):y*(tl - 1)).

Poniewaz ceny von Neumanna sg okreslone z doktadnos$cig do struktury, zatem istnieje
taki wektor cen p(t; — 1), ze

(P(t),y" (&, — 1) < (p(ty — 1), y"(t, — 1)),
co prowadzi do nierownosci:
P(t),y" () < ape, (Pt — 1), y" (6, — D) < ape, @ue, -1 (Pt — 1), y" (6 — 2)).
Postepujac tak dalej (dla t = ¢t; — 1, ..., T +1) otrzymujemy:

(P(t2),y" (£} < (Tehgyy @ )PD, ¥ (D). (16)

Zatozmy, ze

Jre{f+1,..,t -1} (||”§:§3” -5 = ¢).

Woéwczas, zgodnie z (4):
B @,y @+ 1, + 1) < @yri1 — Gerirs

lub inaczej:

P+ 1),y (1 + 1) < (@me1 = G4 (P(T + 1), y" (D). 17)

Laczac (13), (16), (17) dostajemy goérne ograniczenie wartosci produkcji w procesie
optymalnym w okresie t;:

),y t)) <o <Hi1=f+1 a’M,t) (a’M,t+1 - 5s,r+1)(l5(f); 5(D). (18)

t#7+1
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Z (15), (18), uwzgledniajac (9), (12), po przeksztatceniach dostajemy warunek:

M Amre1 — Ocri1 S l_[tl Ape \ Amre1 — Ogra1 S (p(ty),5@)) S
Aryq B t=t+1 a; Aryq ~(p®),50) ~

t#7+1

min | (p(8), 5()

te{t+1,..t1
7(ty), S(E
frff.’ftl}(p( 1),5(8))

>2M(1—v,) >0,

tef

czyli:

aM,‘r+1_5£,‘[+1 > 2(1 _ Vg)- (19)

Ar+1

Wobec tego, ze Vt € T (1 —ve=>1- jﬁ) (zgodnie z (G9))oraz t >t +1>F+ 1,
M,t
z (13), (19) dostajemy:

a
2(1—v,) = — (1 —v,) >

Anr+1 Ocrs1 Apre1 — Ocrst
1- = >2(1—-v,).
T+1 ar+1

A r+1 A1

Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowdd.

[
Zastepujac warunek (12) warunkiem
MaXeiiq,.,¢,}{P(E1),5(0) 1 1
minte{?+1,...,t1}(ﬁ(f)’§(f)) MZ2(1-vy) (12%)

otrzymujemy nastgpujaca wersj¢ twierdzenia o zakrzywionej magistrali.

o0 Twierdzenie 2
Wezmy dowolng liczbg ¢ > 0. Jezeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a spetniajace;j

warunki (G1)—(G9) (y°, t;) — optymalny proces wzrostu {y* (1:)};1=0 w pewnym okresie
t < t; dociera do zakrzywionej magistrali,

v (&) e N* (D),
a ceny von Neumanna spetniajg warunek (12°), to

vte{t+1,..,t; — 1} (lIs*(@®) = 5Ol < €).
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Dowéd. Powtarzajac dowod twierdzenia 1 dochodzimy do warunku (18). Warunek
(19) przyjmuje obecnie posta¢ nastgpujaca:

aM,‘r+1_6£,‘[+1 > M(l _ Vg)-

Ar+1

Z drugiej strony, wobec (G9) oraz tego, ze M > %, mamy:
T+1

M(1—v,) > A1 — Oere1
e) = .

Ar41

Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowad.

4. UWAGI KONCOWE

W teorii magistral znane sg trzy rodzaje twierdzen mowigcych o swoistej (magi-
stralnej) stabilnosci optymalnych proceséw wzrostu w gospodarkach typu Neumanna-
Gale’a-Leontiefa!?. ,,Stabe” twierdzenia glosza, ze optymalne procesy wzrostu w pra-
wie wszystkich okresach ustalonego horyzontu czasu T = {0, 1, ..., t;} przebiegaja
w bliskim otoczeniu magistrali (w sensie odlegtosci katowej). ,,Silne” twierdzenia
precyzuja czas, kiedy moze nastgpi¢ wytracenie optymalnego procesu z otoczenia
magistrali i konstatuja, ze zdarzenia takie mogg zaistnie¢ tylko w poczatkowych i kon-
cowych okresach horyzontu T. W obu typach twierdzen liczba takich okreséw jest
ograniczona i niezalezna od dtugosci horyzontu. W ,,bardzo silnych” twierdzeniach
mowa o procesach, ktore ,,prawie zawsze” lezg na magistrali. Do tej grupy naleza
w szczegblnoscei twierdzenia precyzujace warunki, w ktorych wejscie na magistrale
jest ,,prawie bezpowrotne” (gospodarka dochodzaca do magistrali w okresie £ < t;
pozostaje na niej we wszystkich kolejnych okresach t = £ + 1, ...,t; — 1 (za wyjatkiem
by¢ moze ostatniego okresu t;), znowu niezaleznie od dtugosci horyzontu T.

Udowodnione twierdzenia 1, 2 stanowig swoiste ogniwo posrednie migdzy ich
wersja ,,silng” i ,,bardzo silng”.!" Wartoécig dodang pracy jest dowdd, ze stabilno$é
magistralna optymalnych proceséw wzrostu jest takze atrybutem niestacjonarnej
gospodarki Gale’a z zakrzywiong magistralg.

19 Por. np. bibliografic w: Khan, Piazza (2011a, 2011b, 2012), McKenzie (2005), Panek (2011).
Zdecydowana wigkszo$¢ prac poswigcona jest ,.efektowi magistrali” w stacjonarnych gospodarkach ze
stalg (niezmienng w czasie) technologia. Do nielicznych nalezg publikacje zawierajace dowody twier-
dzen o magistrali w gospodarkach niestacjonarnych, zob. np. Gantz (1980), Joshi (1997), Keeler (1972),
Panek (2015).

I Podobne twierdzenie — o wiasnosciach optymalnych proceséw wzrostu w gospodarce Gale’a
ze stalg struktura produkcji na magistrali — przedstawiono w pracy Panek (2014).
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ZAKRZYWIONA MAGISTRALA W NIESTACJONARNEJ GOSPODARCE GALE’A. CZESC 1I
Streszczenie

Nawiagzujac do artykutow Panek (2014, 2015), w pracy udowodniono dwie wersje twierdzenia
o tzw. zakrzywionej magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a. Pokazano, ze jezeli w niestacjo-
narnej gospodarce Gale’a optymalny proces wzrostu w pewnym okresie czasu dociera do zakrzywio-
nej magistrali oraz ceny von Neumanna nie zmieniajg si¢ gwattownie, wtedy niezaleznie od dlugosci
horyzontu funkcjonowania gospodarki proces taki pozostaje blisko magistrali przez wszystkie kolejne
okresy, za wyjatkiem by¢ moze ostatniego.

Stowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, ceny von Neumanna, zakrzywiona magistrala

TWISTED TURNPIKE IN THE NON-STATIONARY GALE ECONOMY. PART II
Abstract

In the reference to articles Panek (2014, 2015) in the paper two version of the so called twisted
turnpike in the nonstationary Gale economy are presented. There states that if in the non-stationary
Gale economy the optimal growth process in the certain period of the time reaches the twisted turnpike
and the von Neumann prices do not change to abruptly, than irrespectively of the length of the horizon
of the economy such a process for all next periods can be found in the turnpike’s proximity, except
for perhaps the final time.

Keywords: non-stationary Gale economy, von Neumann prices, twisted turnpike





